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Skript Informatik Grundkurs G8, © by Thorsten Frey & Dirk Bermann 

3. Spezielle Anwendung: Rekursive Funktionen und Prozeduren

Eine Funktion oder Prozedur kann auf dreierlei Weise aufgerufen werden:

1. durch das Hauptprogramm 

2. durch eine andere Funktion oder Prozedur 

3. durch sich selbst 

Im Falle des dritten Aufrufs spricht man von rekursiven Funktionen bzw. Prozeduren.

Kennen Sie noch folgende Geschichte?

An einem schönen Sommerabend saßen 7 Indianer an einem Lagerfeuer. Einer sprach: "Häuptling, erzähl uns eine Geschichte!". Und der Häuptling begann: " An einem schönen Sommerabend saßen 7 Indianer an einem Lagerfeuer. Einer sprach: "Häuptling, erzähl uns eine Geschichte!". Und der Häuptling begann: ... 
Es gibt aus dem alltäglichen Leben noch weitere Beispiele für diese Schachtelung. Hier sei nur noch das Beispiel des Fotographen genannt, der vor einem Spiegel steht und fotografiert. 

Diese Rekursionen sind unendlich, das Geschichtenerzählen kann man tagelang weiterführen, den Fotographen im Spiegel sieht man in Vergrößerungen beliebig oft.

In der Programmierung müssen die Rekursionen jedoch nach einer endlichen Folge von Schritten enden, da ein Algorithmus endlich ist.

Beispiel: Fakultätsberechnung in Standard-Pascal

	 
	PROGRAM FakultaetRekursiv (INPUT, OUTPUT);

   { Programm zur Berechnung der Fakultaet von n

     für n = 1, 2, 3, ... k }

Var

   n : Integer;

Function fakultaet (zahl : Integer): Integer;

Begin

   if zahl = 0 Then

      fakultaet := 1

   else fakultaet := zahl * fakultaet(zahl - 1);

End;

{ Hier beginnt das eigentliche Programm }

Begin

   Write ('Bitte geben Sie eine positive ganze Zahl ein: ');

   Readln (n);

   If n < 0 Then

      WriteLn ('Fakultaet aus negativer Zahl!');

   Else

      WriteLn ('Fakultaet von: ', n:1, ' = ', fakultaet(n));

End.


Wichtig ist eine Terminierungsbedingung für den rekursiven Aufruf, sonst baut man sich eine Endlosschleife. In dem obigen Beispiel ruft die Funktion fakultaet sich solange selber auf, bis die Bedingung zahl = 0 erfüllt ist. Ein Aufruf der Funktion fakultaet mit der Zahl 5 wird folgendermaßen aufgelöst:

Beispiel (Fakultät für die Zahl 5):
	 
	Aufruf: fakultaet(5);
fakultaet := 5 * fakultaet(5 - 1);

fakultaet := 5 * (4 * fakultaet(4 - 1));

fakultaet := 5 * (4 * (3 * fakultaet(3 - 1)));

fakultaet := 5 * (4 * (3 * (2 * fakultaet(2 - 1))));

fakultaet := 5 * (4 * (3 * (2 * (1 * fakultaet(1 - 1)))));

fakultaet := 5 * (4 * (3 * (2 * (1 * (1))))); 
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Beim letzten Aufruf schlägt die Terminierungsbedingung zu (fakultaet(0)). Durch die farbigen Klammern werden die Ersetzungsschritte markiert. Durch die Selbstaufrufe der Funktion werden eine Vielzahl von Rekursions-Ebenen (oft auch Inkarnations-Ebenen genannt) mit angefangener Teil-Berechnung geschaffen, deren endgültige Berechnung auf die Berechnung des nächsten Rekursionsaufrufs wartet. Die endgültige Berechnung erfolgt also dann, wenn das Abbruchkriterium eingetreten ist, und zwar von hinten nach vorne.

Definition: 

Eine Methode heißt rekursiv, wenn in ihrem Anweisungsteil ein Aufruf von ihr selbst steht (direkte Rekursion). Damit die Rekursion terminiert, muss ein Rekursionsanfang gegeben sein. (recurrere = zurücklaufen)

Ein weiteres Beispiel für eine rekursive Funktion ist eine Funktion zur Bestimmung des größten gemeinsamen Teilers (GGT) zweier natürlicher Zahlen.

Definition des GGT:
	 
	1. Der GGT einer natürlichen Zahl m und Null ist gleich m. 

2. Der GGT zweier natürlicher Zahlen m und n (m>0, n>0) ist gleich dem GGT von n und dem Rest der Division von m durch n. 


(Rest der Division von m durch n: 
m mod n)

Arbeitsaufträge
1) Schreiben Sie eine rekursive Funktion zur Berechnung der Fakultät.

2) Schreiben Sie eine rekursive Funktion zur Berechnung des ggT.

3) Schreiben Sie eine rekursive Funktion zur Berechnung des kgV.

Auch für rekursive Prozeduren gibt es ein berühmtes Beispiel: die Türme von Hanoi
Gegeben sind drei Plätze zum Stapeln und n Scheiben, die zu Beginn alle auf dem 1. Stapel liegen.

Aufgabenstellung: Alle Scheiben sind von dem 1. Stapel auf den 3. zu befördern.

Bedingungen:

· Alle Scheiben sind unterschiedlich groß und sie müssen auf einem Stapel in geordneter Weise liegen, so dass nicht größere Scheiben auf kleineren liegen.

· Jede Scheibe ist beweglich und kann von einem Stapel auf einen anderen getragen werden. Es dürfen jedoch nicht mehrere Scheiben auf einmal bewegt werden.
Das Problem wurde 1883 von Edouard Lucas erfunden.

Beispiel: n= 3
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Quelltext Türme von Hanoi

unit hanoiunit;

interface

uses

  Windows, Messages, SysUtils, Classes, Graphics, Controls, Forms, Dialogs,

  StdCtrls;

type

  TForm1 = class(TForm)

    Button1: TButton;

    Edit1: TEdit;

    ListBox1: TListBox;

    Label1: TLabel;

    Label2: TLabel;

    Label3: TLabel;

    procedure Button1Click(Sender: TObject);

  private

    procedure move(a,b:integer);

    procedure movedisks(zahl,von,zu,hilf:integer);

  public

    { Public-Deklarationen }

  end;

var

  Form1: TForm1;

  anzahl:integer;

implementation

{$R *.DFM}


procedure Tform1.move(a,b:integer);

begin

 anzahl:=anzahl+1;

 listbox1.items.add('Bewege Scheibe von '+inttostr(a)+' nach '+inttostr(b));

end;


procedure Tform1.movedisks(zahl,von,zu,hilf:integer);

begin

 if zahl=1 then move(von,zu)

           else begin

                  movedisks(zahl-1,von,hilf,zu);

                  move(von,zu);

                  movedisks(zahl-1,hilf,zu,von);

                end;

end;

procedure TForm1.Button1Click(Sender: TObject);

var n:integer;

begin

 anzahl:=0;

 n:=strtoint(edit1.text);

 movedisks(n,1,3,2);

 label1.caption:=inttostr(anzahl);

end;

end.

Weitere Beispiele zu Rekursionen

1. Kaninchenplage ? (Fibonacci-Zahlen)
Nehmen wir an, ein Paar Kaninchen sei im Alter von 2 Jahren geschlechtsreif und bekomme von da an jedes Jahr ein Paar Nachkommen, die wiederum nach Ablauf von 2 Jahren selber jährlich ein Paar Nachkommen haben. Nehmen wir weiter an, keines der Kaninchen würde sterben. Wie viele Kaninchen haben wir nach 5 Jahren? 

	Jahre
	Kaninchenpaare
	Summe
	Erklärung

	zu Beginn:
	1 Paar
	
	---

	nach 1 Jahr:
	1 Paar
	
	---

	nach 2 Jahren:
	2 Paare:
	2=
	das erste und
1 Paar Kinder des ersten

	nach 3 Jahren:
	3 Paare:
	3=
	das erste und
2 Paar Kinder des ersten

	nach 4 Jahren:
	___ Paare:
	
	das erste und
___ Paar Kinder des ersten und
___ Paar Kinder des zweiten

	nach 5 Jahren:
	___ Paare:
	
	das erste und
___ Paar Kinder des ersten und
___ Paar Kinder des zweiten und
___ Paar Kinder des dritten und
___ Paar Kinder des vierten.


Die Aufgabe geht auf Leonardo von Pisa, besser bekannt als Fibonacci, zurück. Die Zahlenfolge wird als Folge der Fibonacci-Zahlen bezeichnet findet sich an vielen Stellen in der Natur: Der goldene Schnitt, die Art, wie bei einer Pflanze die Blätter um einen Stängel herum angeordnet sind, die Windungen im Haus einer Schnecke, die Anordnung von Sonnenblumenkernen in der Blüte, all das lässt sich mit diesen Zahlen beschreiben. 

Es ist schwierig, eine direkte Formel für die Anzahl Fn der Kaninchen nach n Jahren anzugeben. Es ist aber relativ leicht, eine rekursive Formel anzugeben, denn im n-ten Jahr sind alle Fn-1 Kaninchen aus dem Vorjahr noch da und alle, die vor zwei Jahren schon da waren, bekommen jeweils ein Paar Junge, das sind Fn-2 neue Paare. 

· Anfangswerte: F1 = F2 = 1, 

· weitere Elemente: Fn = ______________________für 3 [image: image1.png]


n. 

Berechnen Sie von Hand und durch ein Programm die ersten 15 Fibonacci-Zahlen

2. Zinseszinsen

Schreiben Sie ein rekursives Programm, dass das Gesamtkapital K einer Geldanlage K0 bei Verszinsung p nach n Jahren mit Zinseszinsen berechnet.

3. Potenzberechnung

Schreiben Sie ein rekursives Programm, dass eine Potenz "a hoch n" berechnet.

4. Summe der ersten n Zahlen
Berechnen Sie rekursiv die Summe der ersten n Zahlen

5. Die Ackermann-Funktion

Die neue Ackermann-Funktion ist eine Abbildung von zwei ganzen Zahlen auf eine ganze Zahl a(n,m). Sie ist mathematisch durch folgende Gesetzmäßigkeit definiert:

a(0,m) = m + 1
a(n,0) = a(n - 1, 1)
a(n,m) = a(n - 1, a(n, m - 1))

Die Ackermann-Funktion ist dafür berühmt, die Rechenkapazität ganz schnell zu erschöpfen.

Füllen Sie die Tabelle – soweit möglich - aus oder lassen Sie den Rechner eine Tabelle erstellen:

	X / Y 
	Y=1
	Y=2
	Y=3
	Y=4
	Y=5

	X=1
	
	
	
	
	

	X=2
	
	
	
	
	

	X=3
	
	
	
	
	

	X=4
	
	
	
	
	

	X=5
	
	
	
	
	


6. Die Hofstadter-Folge
Die Hofstadter-Folge ist rekursiv wie folgt definiert.
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Schreiben Sie ein Programm zur Berechnung der Folgenglieder. 

Nachdem wir nun einige Beispiele für Rekursionen kennen gelernt haben, bearbeiten wir noch folgende Punkte:

· Veranschaulichung des Rekursionsablaufs durch Aufrufschemata.

· Arten der Rekursion

· Vergleich von Rekursion und Iteration

Veranschaulichung des Rekursionsablaufs durch Aufrufschemata.


Zum besseren Verständnis des Verfahrens und der Abläufe empfiehlt es sich, für rekursive Methoden schematische Ablaufprotokolle zu führen. Dazu wird jeder Selbstaufruf als neuer Aufruf versetzt notiert. Eine solche Darstellung heißt Aufrufschema oder Aufrufbaum. 

Bsp. 1: rekursive Fakultätsberechnung 

function fak(n:integer):integer;

begin

if n=1 then result:=1

       else result:=n*fak(n-1);

end;

Aufrufschema zu fak(5):


Bsp. 2: Pascal-Dreieck

P(i,j)=1 , falls j=0

P(i,j)=1 , falls i=j

P(i,j)= P(i-1,j)+P(i-1,j-1)  

Aufrufschema zu pas(4,2):
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Bsp. 3: Freysche Zahlen

Die „Freyschen Zahlen“ sind folgendermaßen rekursiv definiert:


frey(0):=2;


frey(1):=3;


frey(n):=frey(n-1) * frey(n-2)

Aufrufschema zu frey(5)

Bsp. 4: Hofstadter-Folge

Die Hofstadter-Folge ist rekursiv wie folgt definiert.
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Aufrufschema zu Q(3)

Arten der Rekursion

Rekursion ist eine elegantere Methode des Programmierens: Rekursive Programme rufen sich selbst auf. Es gibt zwei Arten von Rekursion:

1. direkte Rekursion: Ein Unterprogramm ruft sich selbst auf. 

2. Indirekte Rekursion: Ein Unterprogramm ruft ein anderes auf, welches wieder das erste Unterprogramm aufruft. 

3. Endrekursion: Ein Unterprogramm ruft ein anderes auf, welches ein Zwischenergebnis berechnet und mit den Werten wieder das erste Unterprogramm aufruft.
Zur Abgrenzung: Iteration ist die wohl natürlichste Art zu programmieren. So ziemlich jeder Programmierer schreibt anfänglich iterative Programme. Iteratives Programmieren könnte man auch mit linearem Programmieren bezeichnen, denn das Programm wird nacheinander, in einer klar ersichtlichen Reihenfolge ausgeführt. Die verwendeten Unterprogramme verzweigen sich evtl. in weitere Unterprogramme aber rufen sich niemals selbst auf. 

Iteration und Rekursion unterscheiden sich in ihren Ansätzen. Man kann sie ungefähr so beschreiben: 

Iteration: Problem (Eingabe) ( Berechnung ( Berechnung (... (Berechnung ( Lösung 

Rekursion: Problem (Eingabe) (Prüfen auf Abbruchbedingung (Berechnung eines 

Teilschritts (Aufruf des Unterprogramms mit den neuen Daten

Bsp: Fakultätsberechnung



iterativ





rekursiv (direkt)
              fak(n:integer):integer;


fak(n:integer):integer;

Vergleich von Rekursion und Iteration

	
	Vorteile
	Nachteile

	Iteration
	
	

	Rekursion
	
	


Das wohl am häufigsten benutzte Beispiel ist die Berechnung der Fibonacci Zahl: 

f(n) = f(n-1) + f(n-2) ; f(0) = f(1) = 1 
1. iterative Lösung

function Fibo(n : integer):integer; 

var i, iminus1, iminus2: integer; 
begin 
if (n=0) or (n=1) then result := 1 else 
begin 
iminus1 :=1; 

iminus2 :=1; 

For i := 2 to n do 
begin 
result := iminus1 + iminus2; 

iminus2 := iminus1; 

iminus1 := Ergebnis; 

end; 

end; 
end;
2. direkte Rekursion
function fibo(n:integer):integer;

begin 
if(n= 0) or (n=1) then result := 1 else 
result:= fibo(n-1)+fibo(n-2); 
end;
3. indirekte Rekursion

function fibo(n:integer):integer;

begin

if(n= 0) or (n=1) then result := 1 else 
result:=Verteiler(n)

end;
4. Endrekursion
function fibo2(n : Integer) : Integer;
begin
 if(n= 0) or (n=1) then result := 1 else 
 result := fibo2_hilf(0,1,n);

 end;


Übung:

Programmieren Sie alle vier Varianten in einem Projekt. Lassen Sie zu verschiedenen Eingaben jeweils die Laufzeiten der Berechnung messen. Vergleichen Sie bezüglich der Laufzeit und der maximalen Eingabewerte.

Nützlich: Laufzeitmessungen
Um eine Zeitspanne zu bestimmen, bietet sich der Befehl


GetTickCount

an.

Beispiel Stoppuhr

var

  Form1: TForm1;

  startzeit, stoppzeit, zeit:integer;

procedure TForm1.Button1Click(Sender: TObject);

begin

  startzeit:=gettickcount;

end;

procedure TForm1.Button2Click(Sender: TObject);

begin

  stoppzeit:=gettickcount;

  zeit:=stoppzeit-startzeit;

  label2.caption:=inttostr(zeit);

end;

Verwendung eines zusätzlichen Timers

var a:integer;

      start:boolean;

procedure TForm1.Button1Click(Sender: TObject);

begin

    a:=GetTickCount;

    start:=true;

end;

procedure TForm1.Timer1Timer(Sender: TObject);

begin

    if start then

       if (gettickcount-a)>5000 then label1.visible:=false;

end;

procedure TForm1.FormCreate(Sender: TObject);

begin

    start:=false;

end;
Rekursionsidee:


 





fak(5)





fak(4)





fak(3)





fak(2)





fak(1)





1





function Verteiler(n: integer) : integer; 


begin 


Verteiler := Fibo(n-1)+Fibo(n-2); 


end; 








function fibo2_hilf(f1,f2,n: Integer): Integer;�    begin�      if n = 0 then  result:=f1�      else �        result:=fibo2_hilf(f2,f1+f2,n-1);�    end;� 
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