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Skript Informatik Grundkurs G8, © by Thorsten Frey & Dirk Bermann

7 Automaten und formale Sprachen

Sprachen

Sprachen dienen der Verständigung (Kommunikation). Je nach deren Zweck und den beteiligten Kommunikationspartnern unterscheidet man zwischen natürlichen und künstlichen Sprachen.

Mittels der natürlichen Sprachen (wie z.B. Deutsch, Französisch,…) verständigen sich Menschen untereinander. Programmiersprachen dagegen sind künstliche Sprachen; sie schlagen die Brücke zwischen dem menschlichen Verstand und der Maschine, die der Mensch zur Lösung seiner Probleme einsetzt. Aber auch die formale Sprache der Mathematik – mit der sich zwei Menschen durchaus unterhalten können – gehört zu den künstlichen Sprachen.

Jede Sprache – on natürlich oder künstlich – gehorcht gewissen Regeln zur Bildung von Wörtern und Sätzen: die Syntax der Sprache legt die erlaubte Form der Wörter und Sätze fest, die Semantik dagegen bestimmt deren inhaltliche Bedeutung.

Die deutsche Umgangssprache ist, wie jeder, der sie - und das wird an diesem Satz hier, den ich der Erläuterung wegen einschiebe, deutlich - lernen muß, weiß, eine sehr komplizierte Sprache. 

Auch höhere Computersprachen wie Pascal und C++ sind noch recht kompliziert, wenngleich sie schon sehr viel einfacher sind als die deutsche Umgangssprache. 

Ziel: Compiler

Da die Sprache eines Delphi-Programms vom Prozessor nicht direkt verarbeitet werden kann, muss es in dessen Maschinensprache übertragen werden: man unterscheidet zwischen Interpretern und Übersetzern. 

Ein Interpreter bekommt als Eingabe ein Programm sowie dessen Eingabe. Kennzeichnend für ihn ist, dass er beide gleichzeitig bearbeitet, d.h. das Programm sofort ausführt. Jede Anweisung ist ihm – auch bei wiederholter Anwendung – stets wieder neu.

Ein Übersetzer (Compiler, engl „to compile“: zusammenstellen) dagegen vermeidet diese Ineffizienz, indem er die Verarbeitung des Programms und dessen Eingabe zu verschiedenen Zeiten vornimmt.  Zuerst wird das Programm – unabhängig von irgendwelchen Eingabedaten – analysiert und in eine Form transformiert, welches seine effiziente Ausführung mit beliebigen Eingabedaten erlaubt. 
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Programm in Quellsprache




Programm in Zielsprache
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(z.B.: Pascal, Delphi)





(Maschinen-, Assemblersprache)

Der Übersetzungsvorgang zerfällt in eine Analyse- und eine Synthesephase. Während der Analyse werden die syntaktische Struktur und ein Teil der semantischen Eigenschaften des Quellprogramms ermittelt: sie lässt sich in eine lexikalische Analyse und eine syntaktische Analyse aufteilen. Ergebnis der Analyse sind zum Beispiel Meldungen über im Programm vorhandene syntaktische Fehler.

In der Synthese erfolgt die Umwandlung in die Zielsprache.

Grundbegriffe am Beispiel eines Getränkeautomaten

Der Getränkeautomat  G gibt nach Einwurf von zwei 1-Euromünzen  und Drücken der Ausgabetaste A eine Literflasche Mineralwasser aus.  Ansonsten wird in  einem Display  der momentane Geldbetrag im Automaten angezeigt.  Beim Drücken der Geldrückgabetaste und beim Überzahlen (3. Euromünze) wird dieser Betrag ausgeworfen. 

Man kann als mögliche Eingaben also festhalten:

 -Einwurf einer Münze  (E)

 -Drücken der Ausgabetaste (A)

 -Drücken der Rückgabetaste (R)

Mögliche Ausgaben des Automaten wären:

 -Anzeige Display 1 Euro (D1)

 -Anzeige Display 2 Euro (D2)

 -Auswurf eines Euros (A1)

 -Auswurf zweier Euromünzen (A2)

 -Auswurf dreier Euromünzen (A3)
 -Ausgabe des Getränkes(G)

Somit besitzt der Automat ein Eingabealphabet E={E,A,R} und ein Ausgabealphabet        A={D1,D2,A1,A2,A3,G}.  

Daneben kann man bei dem Automaten von bestimmten Zuständen reden, nämlich:

-Ruhezustand (z0)

-Zustand nach Einwurf einer Münze (z1)

-Zustand nach Einwurf beider Münzen(z2)

-Zustand nach Ausgabe des Getränkes(z0)

-Zustand nach Rückgabe des Geldes (z0)
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Zusammen ergibt das die Zustandsmenge Z={z0,z1,z2} mit dem Startzustand z0, der in diesem Fall gleichzeitig auch der Endzustand ist.
Fasst man alle Angaben zusammen, kann man den Automaten in einer Übergangstabelle beschreiben

(Zustand und Ausgabe werden durch / getrennt):
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Zustand     \Eingabe
	E
	R
	A

	Z0
	Z1 / D1
	Z0 / -
	Z0 / -

	Z1
	Z2 / D2
	Z0 / A1
	Z1 / -

	Z2
	Z0 / A3
	Z0 / A2
	Z0 / G


Dies kann man auch als Übergangsgraph darstellen:
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7.1 Endliche Automaten
Automaten, die nach einer endlichen Abfolge von Eingaben zum Endzustand gelangen, bezeichnet man als endliche Automaten oder Akzeptoren. 

Definition: 

Ein endlicher akzeptierender Automat (EA) über dem Alphabet A ist gegeben durch 5 Komponenten:

-
die Menge Σ der Eingabezeichen (Eingabealphabet) 

· die Zustandsmenge Z 

· dem Startzustand z0 , der Element von Z ist,

-
die Übergangsfunktion f, die jedem Paar aus Zustand und Eingabezeichen einen Folgezustand zuordnet.

· die Finalmenge E der Endzustände.

Der Automat akzeptiert ein Wort, wenn er nach dem Lesen des Wortes in einem Endzustand ist.

Der oben gezeigte Getränkeautomat ist eine Sonderform des Akzeptors, denn er besitzt zusätzlich noch ein Ausgabealphabet. Solche Automaten werden als Transduktoren bezeichnet. Sie sind aber nicht die Regel. Endliche Automaten werden meist als Akzeptoren eingesetzt, d.h. sie überprüfen die Zugehörigkeit von Wörtern zu einer Sprache. 
Definition: formale Sprache
Gegeben ist ein Alphabet A. Jede Teilmenge L der Wortmenge A* heißt formale Sprache über dem Alphabet A.

Beispiel 1: Der EA A1 akzeptiert nur Wörter über dem Alphabet Σ={a,b}, die auf a enden.
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Der gezeichnete Automat ist nicht-deterministisch, da die Übergangsfunktion für den Zustand q0 und die Eingabe a nicht eindeutig ist.

Beispiel 2: Der EA A2 akzeptiert nur Binärzahlen, die gerade sind (= die auf 0 enden).
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Der so gezeichnete Automat ist deterministisch, da die Übergangsfunktion für jede Kombination aus Zustand und Eingabe eindeutig ist.

Aufgabenstellung:

1. Konstruiere einen endlichen Automaten A3, der alle aus a und b bildbaren Wörter akzeptiert, die zwei aufeinander folgende a enthalten.

2. Konstruiere einen endlichen Automaten A4, der alle aus a und b bildbaren Wörter akzeptiert, die auf aab enden.

7.2 Von NEA zum DEA

Es gibt zu jedem nicht-deterministischen endlichen Automaten (NEA)  einen äquivalenten deterministischen endlichen Automaten (DEA). Die Umwandlung eines nicht-deterministischen endlichen Automaten in einen deterministischen endlichen Automaten geschieht durch die sogenannte Teilmengenkonstruktion oder die Potenzmengenkostruktion. Hierbei werden die von einem Zustand z unter Eingabe von a erreichbaren Zustände als Zustandsmenge angegeben. 

Unter bestimmten Umständen können hierbei  Zustandsmengen zusammengefasst werden. Ein Beispiel: Der obige Automat A3 als NEA:
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Tabelle der Erreichbarkeitsmengen (Teilmengenkonstruktion):
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	           Zustand /Eingabe
	a
	b

	{z0}
	{z0,z1}
	{z0}

	{z0,z1}
	{z0,z1,z2}
	{z0}

	{z0,z1,z2}
	{z0,z1,z2}
	{z0,z2}

	{z0,z2}
	{z0,z1,z2}
	{z0,z2}


Vorgehen: Von z0 ausgehend werden alle Zustände als Mengen angegeben, die unter der Eingabe a bzw. b von z0 aus erreicht werden können. Die so gefundenen Zustandsmengen, bei denen es sich um Vereinigungsmengen von Zuständen handelt, werden wiederum auf erreichbare Mengen untersucht. So kann z.B. von der Zustandsmenge {z0,z1} aus unter Eingabe von a nach z0, z1 oder z2 gelangen, unter Eingabe von b jedoch nur nach z0.

Die in der ersten Zeile auf diese Weise neu gefundenen Zustandsmengen werden zu neuen Zuständen z´ des DEA zusammengefasst. 

z´0  = z0;

z´1 = {z0,z1};

z´2 = {z0,z1,z2};

z´3 =  {z0,z2};

Es fällt auf, dass die Zustände z´2 und z´3 bei Eingabe von a und b exakt die gleichen Erreichbarkeitsmengen aufweisen. Beide enthalten auch einen Endzustand (z2). Daher können sie als äquivalent bezeichnet  und zu einem Zustand zusammengefasst werden. 


Der DEA hat demnach die Zustände z´0 (= z0), z´1(={z0,z1} und z´2(={z0,z1,z2}U {z0,z2}also {z0,z1,z2})  . Er sieht demnach folgendermaßen aus :
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Es handelt sich dabei um einen minimalen DEA, d.h. wir haben ihn durch das Zusammenfassen äquivalenter Zustände auf die nötige Menge der Zustände reduziert.

Übungen:

Erstelle über die Teilmengenkonstruktion den minimalen DEA aus obigen Aufgaben.

7.3 Die Grammatik einer Sprache

Eine Möglichkeit zur Beschreibung formaler Sprachen ist die Darstellung ihrer Akzeptoren. Dies funktioniert allerdings nicht mit allen Sprachen, da nicht alle Sprachen Akzeptoren besitzen. Eine wesentlich offenere und vollständigere Art der Beschreibung stellen Grammatiken dar. Sie beschreiben, wie – von einem Startzustand ausgehend - Wörter einer Sprache entstehen können. Am Beispiel der Sprache aus Beispiel 2 soll dies erklärt werden: Eine Grammatik benötigt:
- das Startsymbol S, das immer den Ausgangspunkt der Wortbildung bildet

- Terminalzeichen : Sie entsprechen den Einzelelementen, aus denen Wörter gebildet werden                                 
                               Bsp:  VT = {0,1}
- Nichtterminalzeichen: Sie sind Platzhalter für Terminalzeichen oder andere Nichtterminal-zeichen und steuern die Entstehung von Wörtern Bsp: VN ={S,A} Das Startsymbol S ist Teil dieser Menge. Die restlichen sind dann A,B,C…..etc.
- die Produktionsregeln P, die definieren, wie genau aus Nichtterminalsymbolen und Terminalsymbolen Wörter gebildet werden. Sie stellen die sogenannten Ableitungsregeln dar:  

P=
{S(0A|1S|0 







 A(0A|1S|0|1|ԑ }  


Man sagt: „S wird abgeleitet über 0 zu A sowie über 1 zu S. S kann auch nur zu 0 abgeleitet werden“ (terminiert: Wort ist fertig) 

( Wenn alle Nichtterminale durch Terminale ersetzt wurden, ist ein gültiges Wort der Sprache entstanden. Somit kann über Ableitung auch überprüft werden ob ein Wort zu einer Sprache gehört: Beispiel: 010010

S(0A(01S(010A(0100A(01001S(010010  -> Das Wort gehört zur Sprache dazu. 

Definition:

1. Eine Grammatik G ist gegeben durch die Mengen

VT der Terminalzeichen,

VN der Nichtterminalzeichen,

P der Produktionen und

und dem Startsymbol S aus VN
2. Eine Ableitung ist eine Folge von Ersetzungen.

3. Die Menge aller durch Ableitungen erzeugbaren Sätze (Wörter) heißt die von G erzeugte Sprache L(G)
Ein weiteres Beispiel : Automat A3 (als DEA): 

Grammatik der Sprache von A3:

- VT={a,b}

- VN={S,A,B}

- Startsymbol S є VN
- P = { 
S(aA|bS

           
A(aB|bS|a

       
B(bB|aB|a|b| ԑ }


Somit kann man zwischen bestimmten Bezeichnern von Grammatiken und endlichen Automaten Parallelen herstellen:

	endlicher Automat
	Grammatiken

	Eingabezeichen
	Terminalzeichen

	Zustände
	Nichtterminalsymbole

	Startzustand z0
	Startsymbol S

	Übergangsfunktion
	Produktionsregeln



Diese sind jedoch nicht 1:1 gleich. Als Beispiel nehmen wir A1. 

Grammatik von A1: 

VT = {a,b}
VN ={S}  Da vom Zustand q1 keine Übergänge ausgehen,


     braucht die Grammatik kein Terminal dafür,

                 da er keine Produktionen mehr ermöglicht:

P = { S(aS| bS| a} Damit sind alle Produktionen erfasst. 

Auch hier funktioniert das Überprüfen, ob das Wort abba zu A1 gehört durch Ableitung:
S(aS(abS(abbS(abba 

7.4 Reguläre Sprachen
Die Sprachen, die wir bisher betrachtet haben, enthalten als Gemeinsamkeit ihrer Grammatiken, dass von einem Nichtterminal zu einem Terminal (S(a) oder zu einer Kombination aus Terminal + Nichtterminal abgeleitet werden kann (S(aA). Solche Grammatiken werden als reguläre Grammatiken und ihre Sprachen als reguläre Sprachen bezeichnet. 
Endliche Automaten akzeptieren reguläre Sprachen. 
Beispiel: Die Sprache L1 der Binärzahlen, die mindestens zwei aufeinanderfolgende Nullen oder Einsen enthalten.

VT = {0, 1}

VN = {S,A,B,C}

Startsymbol S є VN
P = {S( 0A | 1B

        A(0C| 0 | 1B

        B( 0A| 1 | 1C
        C(0C | 1C | ԑ }
  

Zu jeder regulären Sprache gibt es einen endlichen Automaten (Akzeptor).
7.4.1 Reguläre Ausdrücke

Jede reguläre Sprache kann zudem durch einen regulären Ausdruck beschrieben werden. Ein solcher versucht, alle bildbaren Wörter einer Sprache darzustellen. Hierzu gibt es bestimmte Darstellungskonventionen. 

01 : genau eine 1 folgt auf genau eine 0 


KONKATENATION

0* : eine Null wird beliebig oft wiederholt (>=0 mal)
ITERATION

(0 +1): eine  Null oder eine Eins  



ODER

Daraus ergeben sich verschiedene Kombinationen:
(0 +1)* : beliebig oft Null oder Eins in Kombination: 001101010101100011011…

0* + 1* : beliebig oft nur Null oder nur Eins: 00000000.. oder 111111…

0(0+1)*1 : Wörter, die auf 0 beginnen und auf 1 enden, dazwischen kann alles mögliche 

                   stehen

Der reguläre Ausdruck zur vorigen Sprache L1 wäre (0+1)*(00)+(11)(0+1)*

Es müssen also entweder zwei Nullen oder zwei Einsen in Folge vorkommen ((00)+(11)), aber davor oder danach können beliebig viele Nullen und Einsen in beliebiger Kombination vorkommen – oder auch nicht ((0+1)*).

7.5 Kontextfreie Sprachen
Nun gibt es aber Sprachen, die man nicht mit endlichen Automaten oder regulären Grammatiken beschreiben. Als Beispiel betrachten wir Klammerterme. In zahlreichen arithmetischen Ausdrücken finden diese Terme Verwendung. Dabei müssen sie immer derart verwendet werden, dass einer öffnende Klammer unbedingt eine schließende folgt, ähnlich wie jedes begin in Pascal auch ein end in der Folge benötigt. Versuchen wir also einen endlichen Automaten zu konstruieren, der nur korrekte Klammerterme akzeptiert, also der überprüft, ob jeder öffnenden auch eine schließende Klammer zugeordnet ist:

Sprache der Klammerterme L ={ (), (()), ()(), (()()), ((()))…..}
Für eine einzelne Klammer lässt sich das noch machen:

Beschränkt man die Anzahl der geöffneten Klammern (hier auf 3), kann der Automat die Sprache L erkennen:
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Ist die Anzahl jedoch nicht beschränkt, gibt es keinen Automaten, der alle Worte erkennt, da die Anzahl der Zustände des Automaten beschränkt ist. Der Automat bräuchte ein Gedächtnis, um sich die Zahl der geöffneten Klammern merken zu können und sie danach mit der Zahl schließender Klammern abzugleichen. 
In Form einer Grammatik ist diese Sprache jedoch schnell und einfach darstellbar:

VT = {(, )}

VN = {S}

Startsymbol S є VN
P = {S(( ) | (S) | SS } 
Aus dieser Grammatik kann ich jeden gültigen Klammerterm ableiten. 

Allerdings taugt die lineare Ableitung wie wir sie von regulären Sprachen her kennen, hierfür wenig, da man oft zu mehreren Terminalen oder Mischungen aus Terminalen und Nichtterminalen ableitet (S(SS, S((S) ). Daher wählt man zur Darstellung Baumstrukturen aus: So wird als Beispiel der Term ((()))(()) folgendermaßen abgeleitet:
S

|

SS

|  |

(S)(S)

|     |

((S))(())

  |    

((()))(())

Ein weiteres Beispiel wäre die Sprache der Palindrome. Hierbei handelt es sich um Wörter die rückwärts wie vorwärts gleich aufgebaut sind, zB. OTTO , LAGERREGAL  oder UHU.
Selbst bei Beschränkung des Alphabets auf {0,1} ist ein regulärer Automat nicht in der Lage die Bildung von Palindromen (hier : 00, 11, 010, 101, 1001, 000…) zu beschreiben. Eine Grammatik dagegen schon:

VT = {0,1}

VN = {S}

Startsymbol S є VN

P = {S(0S0 | 1S1 | 0 | 1 | ԑ } 
Somit kann beispielsweise das folgende Palindrom 1101011 so abgeleitet werden:
S

1S1

11S11

110S011

1101011

Kontextfreie Sprachen sind ausdrucksfähiger als reguläre Sprachen. Bei ihren Grammatiken besteht die linke Seite einer Ersetzungsregel ebenfalls nur aus einem einzigen Nicht-Terminalzeichen. Es besteht jedoch keine Einschränkung hinsichtlich der rechten Seite. 

Diese Sprachen haben damit grundsätzliche Bedeutung zur Beschreibung natürlicher und künstlicher Sprachen wie Programmiersprachen. 

Bei der Übersetzung von Programmiersprachen arbeiten Parser entweder aufsteigend (bottom-up) von den Terminalzeichen bis zum Startzeichen oder absteigend (top-down) vom Startzeichen bis zu den Terminalzeichen. 

Die grammatikalische Struktur von Ausdrücken lässt sich durch Syntaxbäume veranschaulichen. Beispiel: Arithmetische Terme 

Terminalzeichen: { +, -, *, /, ( , ), a, b, ..., z } Nicht-Terminalzeichen: { T,S,F,V} Startzeichen: T.

 Die Produktionsregeln: ( G 1 ) 
(1) T --> S | S + T | S - T 
(2) S --> F | F * S | F / S 
(3) F --> V | ( T ) 
(4) V --> a | b | ...| z
	Der arithmetische Term a + b + c lässt sich nun top-down als Linksableitung herleiten. Das am weitesten links stehende Nicht - Terminalzeichen wird in einer Linksableitung zuerst ersetzt : T => S + T 

	=> F + T 

	=> V + T 

	=> a + T 

	=> a + S 

	=> a + F * S 

	=> a + V * S 

	=> a + b * S 

	=> a + b * F 

	=> a + b* V 

	=> a + b * c 


Bei einer Rechtsableitung wird das am weitesten rechts stehende Nicht - Terminalzeichen zuerst ersetzt: 

T => S + T => S + S => S + F * S => S + F * F => S + F * V => S + F * c 

=> S + V * c => S + b * c => F + b * c => V + b * c => a + b * c 

Liest man diese Ableitungsfolge in umgekehrter Reihenfolge, also von den Terminalzeichen ausgehend, erhält man eine Bottom-up-Zerlegung des Ausdrucks. 

Links- wie Rechtsableitung führen zum gleichen Syntaxbaum! 

7.5.1 Mehrdeutigkeit von kontextfreien  Grammatiken

Die Produktionsregeln der Grammatik (G 1) aus dem Beispiel werden durch die folgenden Regeln ersetzt: 

(G 2) (1) T --> V | ( T ) | T + T | T * T (2) V --> a | b | c | . . .| z 
Man kann zeigen, dass (G 1) äquivalent zu (G 2) ist, d.h. beide Grammatiken erzeugen die gleiche Sprache. (G 2) ist offenbar einfacher. Der Ausdruck a + b * c lässt sich aber auf zwei verschiedene Weisen als Linksableitung herstellen: Beginnt man mit T => T + T , erhält man den linken Baum. Fängt man mit T => T * T an, so bekommt man den rechten Baum .
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Die Bäume stimmen in ihrer Struktur nicht überein! Eine solche Grammatik wie (G 2) bezeichnet man als mehrdeutig. Einsetzen von Zahlenwerten in die Variablen führen entsprechend zu unterschiedlichen Resultaten.

Weitere Beispiele für kontextfreie Sprachen sind die Sprache der Klammerterme (vgl. 7.2)  oder die Sprache der Palindrome (Wörter die vorwärts wie rückwärts gleich sind, z.B: ANNA).  

7.6 Der Kellerautomat 
[image: image8.png]Eingabeband

E[i[nfgfalb]e

Lesekopf

Keller

etorauomat | —{

*[o[>[=





Die zugrundeliegende Idee ist die folgende: Die Eingabe wird zeichenweise von links nach rechts verarbeitet. Wenn es möglich ist, wird das Eingabezeichen sofort verarbeitet, wenn nicht, wird es (oder ein anderes Zeichen aus der Menge der Kellersymbole) in den Kellerspeicher gelegt und die Bearbeitung so bald wie möglich nachgeholt. Die möglichen Aktionen des Automaten hängen dabei, wie beim endlichen Automaten, vom momentan verarbeiteten Eingabezeichen, vom momentanen Zustand des Automaten und (das ist die Erweiterung gegenüber dem endlichen Automaten) zusätzlich vom Kellerinhalt ab, wobei immer nur das oberste Zeichen des Kellers relevant ist. In jedem Verarbeitungsschritt (das Lesen eines Zeichens und die damit zusammenhängenden Operationen) kann sich der Zustand des Automaten und der Kellerinhalt ändern.

Ein Beispiel:

Um das Prinzip eines Kellerautomaten zu verdeutlichen, wird häufig die syntaktische Untersuchung geklammerter Ausdrücke herangezogen. Beispielsweise muss in einem Ausdruck einer bestimmten Sprache zu jeder öffnenden Klammer auch eine schließende Klammer existieren:

Beispiel: { .... { ...... } .... }

Der Automat beginnt in einem Startzustand z0; im Keller befindet sich ein Zeichen, welches das Ende kennzeichnet (#). Bei der Abarbeitung des Ausdrucks bewegt sich der Lesekopf Zeichen für Zeichen weiter. Stößt er dabei auf eine öffnende Klammer, so wird diese in den Keller geschrieben. Tritt in der weiteren Abarbeitung eine schließende Klammer auf, so wird das oberste Klammer-auf-Zeichen im Keller wieder gelöscht. Der Ausdruck ist dann erfolgreich abgearbeitet, wenn der Lesekopf das Ende des Eingabebandes erreicht hat und sich im Keller ausschließlich das Zeichen # befindet. Befände sich hingegen noch eine geöffnete Klammer nach der Ausdrucksabarbeitung im Keller, so würde dies bedeuten, dass eine schließende Klammer fehlt und ein syntaktischer Fehler vorliegt. Auch wenn das Ende des Kellers erreicht wird, bevor die Eingabe vollständig abgearbeitet wurde, liegt ein Fehler vor. In diesem Fall befinden sich zu viele schließende Klammern in der Eingabe.

Ein nichtdeterministischer Kellerautomat wird definiert als ein 7-Tupel [image: image9.png]M= (Z%XT,6, z,#, F)



, wobei
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eine endliche Menge von Zuständen,
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ein Eingabealphabet,
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das Kelleralphabet,
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die Zustandsübergangsfunktion, [image: image14.png]


,
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der Startzustand,
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das Anfangssymbol im Keller und
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eine Menge von finalen Zuständen

Ein Kellerautomat ist ein Akzeptor für kontextfreie Sprachen. Man kann sagen: Die kontextfreien Sprachen ist die Menge der Sprachen, die von einem Kellerautomaten akzeptiert werden.
7.7 Einteilung der Sprachen nach Chomsky

Nach dem Linguisten Noam Avram Chomsky ist eine Grammatik G durch vier Komponenten (T, N, P, S) gegeben. (Gleichbedeutend ist die Ausdrucksweise: Eine Grammatik G ist ein Viertupel (T, N, P, S).):

T
=
eine endliche Menge von Symbolen (Zeichen), genannt Terminalsymbole (oder auch Alphabetzeichen oder Konstanten), aus denen die Sprache besteht



Terminalzeichen sind „endgültige“ (daher „terminal“) Zeichen, d.h. solche, aus denen die Wörter der formalen Sprache schließlich bestehen.

N
=
eine endliche Menge von Hilfsbegriffen, genannt Nichtterminalsymbole (oder syntaktische Variablen oder Metazeichen)                        (Es gelte: T ( N =0)



Nicht-Terminalzeichen sind „vorläufige“ Zeichen, also Hilfszeichen, die zur Formulierung der Ersetzungsregeln benötigt werden. Sie beschreiben die Syntax einer Sprache.

P
=
endliche Menge von Produktionen (Ersetzungsregeln, engl. productions)



Wir schreiben Produktionen in der Form A ( w, was bedeutet, dass das Nichttermi​nalzeichen A durch die Zeichenfolge w (Terminalsymbole) oder wieder durch ein Nichtterminalsymbol ersetzt werden darf. Mehrere Produktionen kann man zusam​menfassen, indem man sie auf der rechten Seite durch senkrechte Striche (= logisches oder) voneinander getrennt schreibt.

S =   (Startsymbol)  mit S ( N

Nach Chomsky sind die formalen Sprachen in folgende Sprachklassen zu unterteilen:

Typ 0:
rekursiv aufzählbare Sprachen

Typ 1:
kontextsensitive Sprachen

Typ 2:
kontextfreie Sprachen                (führen zu den üblichen Programmiersprachen)

Typ 3:
reguläre Sprachen

Dabei sind die Sprachklassen mit steigendem Typ immer stärker reguliert.
So gelten als Regeln für 

Typ 0: keinerlei Einschränkung,

Typ 1:  für die Zuordnungen  w1 →w2

gilt: |w1|[image: image19.png]


|w2|

Typ 2: für die Zuordnungen w1→w2 gilt: 

w1 ist ein einzelnes Nichtterminalzeichen,x
es kann zu einer beliebigen endlichen Menge von Terminal-und Nichtterminalen überführt werden 

Typ 3: für die Zuordnungen w1→w2 gilt:

w1 → x  oder w1→ xS   wobei x[image: image21.png]


VT undS [image: image23.png]


VN.
Beispiele
G1 = ( {S, A, B}, {a, b}, P, S ),

P = { S → bA, S → aB, A → bAA, A → aS,

A → a, B → aBB, B → bS, B → b }

ist kontextfrei (Typ 2) , weil  EINEM Nichtterminal beliebig viele Terminale und Nichtterminale zugeordnet werden.

G2 = ( {S, A, B, C, D, E}, {a, c}, P, S} ),

P = { S → AcaB, Ca → aaC, CB → DB, CB → E,

aD → Da, AD → AC, aE → Ea, AE → ε }
ist Typ 0 wegen CB→E.

G3 = ( {S, B, C}, {a, b, c, d}, P, S ),

P = { S → aSBCd, S → abcd, CB → BC,

dB → Bd, dC → Cd, cB → Bc,

cC → cc, bB → bb }
ist kontextsensitiv (Typ 1), weil auf der rechten Seite der Zuordnungen stets mehr Symbole stehen als auf der linken,

G4 = ( { X }, { ) , ( }, P, X )

P = { X → XX , X → ( ) , X → (X) }
ist kontextfrei (Typ 2).




Compiler





Erläuterung:


- Kreise: Zustände


- Pfeile: Übergänge in andere Zustände


- Buchstaben: Eingaben (Ausgaben)


- Doppelkreis: Endzustand


- eingehender Pfeil: Startzustand





hier: Startzustand = Endzustand





seine Komponenten:





- Eingabealphabet Σ={a,b}


- Zustandsmenge Z ={qo, q1}


- Startzustand q0 є Z


- Endzustandsmenge E={q1}





Die Übergangsfunktion ist durch den Übergangsgraphen gegeben. Eine Übergangs-


tabelle würde folgendermaßen aussehen:





�
a�
b�
�
q0�
q0,q1�
q0�
�
q1�
-�
-�
�






seine Komponenten:





- Eingabealphabet Σ={0,1}


- Zustandsmenge Z ={qo, q1}


- Startzustand q0 є Z


- Endzustandsmenge E={q1}





Übergangstabelle A2:





�
0�
1�
�
q0�
q1�
q0�
�
q1�
q1�
q0�
�






Äquivalenz von Zuständen


Man bezeichnet die Zustandsmengen z1 und z2 als äquivalent, wenn sie für alle Eingaben die gleiche Übergangsfunktion aufweisen (d.h. wenn für alle Eingaben aus VT die gleichen Zustandsmengen erreicht werden können). Zudem ist zu untersuchen, ob z1 oder z2 einen Endzustand beinhalten. Enthält z1 eine Endzustand, muss auch z2 einen enthalten, sonst könne sie nicht als äquivalent bezeichnet werden. 





Reguläre Grammatiken





Eine Grammatik heißt regulär, wenn alle Produktionen von der Form


A( xB oder A( x     mit A,B� EMBED Equation.3 ���VN und x� EMBED Equation.3 ���VT sind.





Die Sprache L(G) heißt reguläre Sprache.





Kontextfreie Grammatiken


Eine Grammatik heißt kontextfrei, wenn bei allen Produktionen ein Terminal zu mindestens einem Terminalsymbol oder beliebigen Kombinationen aus Terminal – und Nichtterminal-symbolen abgeleitet wird. 


A(x | xx | B | BB | BxB | ABxxBA …. x     mit A,B� EMBED Equation.3 ���VN und x� EMBED Equation.3 ���VT 





Die Sprache L(G) heißt kontextfreie Sprache. 





w1 und w2 sind Verbindungen aus 


Terminal-und Nichtterminalsymbolen


wobei nicht beide Elemente notwendigerweise vorkommen 


müssen
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